
Ãðóáîñòü, èëè ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü � âàæíåéøåå óñëîâèå êîððåêòíîñòè çàäàíèÿ
ìîäåëè, à êîððåêòíîñòü çàäàíèå - âàæíåéøåå òðåáîâàíèå ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ: äîñòàòî÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ ãðóáîé ñèñòåìû äîëæíû ïðèâîäèòü ê ñîîòâåòñòâåííî
ìàëûì èçìåíåíèÿì â äèíàìèêå åå ïîâåäåíèÿ. Òîëüêî ãðóáûå ñèñòåìû ìîãóò îïèñûâàòü ðåàëü-
íûå ïðîöåññû. Ïîýòîìó òåîðåìà Àíäðîíîâà-Ïîíòðÿãèíà èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîèñêà
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äâóìåðíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè, çàäàííûõ óðàâíåíèåì 𝑥′ = 𝑋(𝑥),
ãäå 𝑋(𝑥1, 𝑥2) � C𝑟-ãëàäêàÿ (íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ äî ïîðÿäêà 𝑟) ôóíêöèÿ (𝑟 ≥ 1),
îïðåäåëåííàÿ â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝐺 ⊂ R2.

Ââåäåì íà ýòîì ìíîæåñòâå ñëåäóþùóþ íîðìó:
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Â äàííîé íîðìå ìíîæåñòâî ñèñòåì ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷àåì 𝐵 èëè 𝐵𝐺. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,
ïîëíîå ïî ìåòðèêå, ïîðîæä¼ííîé íîðìîé.

Òàêæå îïðåäåëèì 𝛿-îêðåñòíîñòü ñèñòåìû 𝑋 êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì ̃︀𝑋, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ || ̃︀𝑋 −𝑋||C1 < 𝛿.

Определение. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà𝑋 íàçûâàåòñÿ ãðóáîé â îáëàñòè𝐺, åñëè ∀𝜀 > 0∃𝛿 >
0 :

1. âñå ñèñòåìû â 𝛿-îêðåñòíîñòè ñèñòåìû 𝑋 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû 𝑋;

2. ãîìåîìîðôèçì, êîòîðûé óñòàíàâëèâàåò ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü, ÿâëÿåòñÿ 𝜀-áëèçêèì ê
òîæäåñòâåííîìó (òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ìåíüøå,
÷åì 𝜀).

Åñòåñòâåííî íàëîæèòü íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, êàñàþùèåñÿ ãðàíèöû 𝜕𝐺 îáëàñòè 𝐺, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî â èñõîäíîì îïðåäåëåíèè ãðóáîñòè, à èìåííî: 𝜕𝐺 äîëæíà áûòü ãëàäêîé
çàìêíóòîé êðèâîé, íå êàñàòåëüíîé ê âåêòîðíîìó ïîëþ (êðèâîé áåç êîíòàêòà). Çàìåòèì, ÷òî
â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà êîìïàêòíûõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ îáëàñòü 𝐺 ñîâïàäàåò ñî
âñåé ïîâåðõíîñòüþ òàêèì îáðàçîì, êàêèõ-ëèáî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå âîçíèêàåò.

Теорема Андронова-Понтрягина. Ñèñòåìà 𝑋 ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé â ïëîñêîé îáëàñòè 𝐺
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1. íå ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì íà ìíèìîé îñè;

2. íå ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè;

3. íå ñóùåñòâóåò ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ èç ñåäëà â äðóãîå (èëè òî æå ñàìîå) ñåäëî.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü (Ëÿïóíîâà) ôóíêöèè 𝑑(𝑡) � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îïðå-

äåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì 𝜆 = lim
𝑡→∞

1
𝑡
𝑙𝑛|𝑑(𝑡)

𝑑0
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äðóã îò äðóãà òðàåêòîðèé. Ïîëîæèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îáû÷íî ñâèäåòåëüñòâóåò
î õàîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñèñòåìû.

Âèäèìî, êàê ðàç ïåðâîå óñëîâèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ � óçëû, ôîêó-
ñû, ñåäëà (ïîëîæåíèå "öåíòð"äîñòèãàåòñÿ êàê ðàç ïðè ÷èñòî ìíèìîì ïîêàçàòåëå).

Ìóëüòèïëèêàòîð ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè � â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ çà ïåðèîä â ýòîé òî÷êå.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî êàê îòñóòñòâèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ è ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè � òðàåêòîðèè, êîòîðûå âûõîäÿò
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è ïðèõîäÿò â îäíî è òî æå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (ñì. àòòðàêòîð Ëîðåíöà). Ãåòåðîöèêëè÷å-
ñêèå � êîòîðûå âûõîäÿò èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðèõîäÿò â äðóãîå. Ñåïàðàòðèñû
ñåäëà � êðèâûå, êîòîðûå â òî÷êå ïîêîÿ êàñàþòñÿ ïðÿìûõ-àññèìïòîò.

Èç ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ãðóáàÿ ñèñòåìà íà ïëîñêîñòè ìîæåò îáëàäàòü
òîëüêî ãðóáûìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (óçëàìè, ôîêóñàìè è ñåäëàìè) è ãðóáûìè ïðåäåëü-
íûìè öèêëàìè. ×òî êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñ ñåäåë, îíè ëèáî àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê óçëó,
ôîêóñó èëè ïðåäåëüíîìó öèêëó, èëè ïîêèäàþò îáëàñòü 𝐺 çà êîíå÷íûé îòðåçîê âðåìåíè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà êàðòèíà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ ãëàäêèõ âîçìóùåíèÿõ. Ïîýòîìó ãðóáûå
ñèñòåìû îáðàçóþò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå 𝐵𝐺.

Áîëåå òîãî, èç ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà ïîâîðîòå âåê-
òîðíîãî ïîëÿ, ñëåäóåò, ÷òî åñëè 𝑋 íå ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé ñèñòåìîé, òî äëÿ ëþáûõ 𝛿 > 0 ñóùå-
ñòâóåò ãðóáàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ 𝛿-áëèçêà ê 𝑋. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðóáûå ñèñòåìû îáðàçóþò
ïëîòíîå ìíîæåñòâî â 𝐵𝐺.

Èç òåîðåìû Àíäðîíîâà�Ïîíòðÿãèíà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ãðóáàÿ ñèñòåìà ìîæåò
îáëàäàòü òîëüêî êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò â 𝐺.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1) è (2) òåîðåìû Àíäðîíîâà�Ïîíòðÿãèíà î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ñèñòåìà ãðóáàÿ â 𝐺, îíà äîëæíà îñòàâàòüñÿ ãðóáîé è â ëþáîé ïîäîáëàñòè 𝐺. Ïîýòîìó,
âûáðàâ ìàëóþ îêðåñòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè ýòî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàêæå äîëæíà áûòü ãðóáîé. Àíàëîãè÷íîå íàáëþäåíèå âåðíî è äëÿ
ãðóáûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî 3-ãî óñëîâèÿ ñì. â
https://www.researchgate.net/publication/259036367_Metody_kacestvennoj_

teorii_v_nelinejnoj_dinamike_Cast_2, ñòð. 30�31.
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